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V GRAVITAČNÍM POLI
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Abstrakt. Pŕıspevok prezentuje netypické riešenie jednej zauj́ımavej úlohy
fyzikálnej olympiády pre stredoškolských študentov v Českej republike. Uvedené
riešenie použ́ıva aparát diferenciálnej geometrie a presahuje svojou podstatou rámec
stredoškolskej matematiky. Umožňuje však komplexneǰśı poȟlad na riešený problém
a realizáciu výpočtu využit́ım systému Mathematica.

MOVEMENT OF A MASS POINT ON A SURFACE
IN THE GRAVITY FIELD

Abstract. The paper presents a non-standard solution of one interesting problem
that was sold on the Physical Olympiade for secondary school students in Czech
republic. Presented solution is an application of the differential geometry and in its
base it is beyond the scope of the secondary school mathematics. Yet, it enables a
complex view of the entire problem and the calculations can be realised using the
software Mathematica.

1 Úvod

Předpokládejme, že intensitu gravitačńıho pole lze popsat v kartézských souřadnićıch
(x, y, z) prostoru 3D v soustavě SI nenulovým vektorem

g(x, y, z) = (g1(x, y, z), g2(x, y, z), g3(x, y, z)) .

Orientovatelná plocha je dána v parametrickém tvaru

p(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) .
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Normála plochy je

n =
∂p

∂u
× ∂p

∂v
= pu × pv , |n|2 = (pu · pu)(pv · pv) − (pu · pv)

2 .

Připusťme jen nenulovou normálu plochy, jej́ı orientaci lokálně upravme tak, aby
g · n > 0. To znamená, že bod se pohybuje po rubu plochy (−n) a nespadne mimo
plochu. Př́ıpad g · n = 0 p̊usob́ı pot́ıže při numerickém řešeńı soustavy diferenciálńıch
rovnic.

Dráha na ploše p, hodograf vektorové funkce s(t) = p(u(t), v(t)), je popsána dvěma
zat́ım neznámými funkcemi u(t), v(t). Pokud g · n > 0 , vektor zrychleńı

a = s” =
d2s

dt2

dostaneme tak, že vektor g zmenš́ıme o normálovou složku, ta je rušena pevnost́ı plochy

s” = (x”(t), y”(t), z”(t)) = g −
(
g · n

|n|
)

n

|n| = g − (g · n)

(n · n)
n .

Neznámé funkce u(t), v(t) budeme hledat numerickým řešeńım tř́ı (závislých) ne-
lineárńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic 2. řádu. Doplńıme počátečńı podmı́nky,
kde se nacháźı bod v okamžiku t = 0 a jakou má v tomto okamžiku rychlost:

s” = g − (g · n)

(n · n)
n , g · n > 0 , s(0) = a , s′(0) = b . (1)

Nakonec vykresĺıme dráhu s(t) = ( x(u(t), v(t)), y(u(t), v(t)), z(u(t), v(t)) ).
V d̊usledku nevhodné parametrizace plochy, může být normála nulový vektor (např.

u klasických sférických souřadnic v pólech). To významně zpomaĺı, či zastav́ı, numerické
řešeńı diferenciálńıch rovnic, pokud se dráha pohybuj́ıćıho se bodu do této singularity
dostane.

V následuj́ıćıch př́ıkladech je

g = (0, 0, −9.81) . (2)

Pokud (alespoň lokálně) existuje vzájemné jednoznačná korespondence mezi bodem
plochy (p1, p2, p3) a jeho p̊udorysem (p1, p2, 0), vybereme pro numerické řešeńı prvé dvě
rovnice (s”1 = · · · , s”2 = · · ·) soustavy (1).

2 Př́ıklady

Př́ıklad 1 (z Fyzikálńı Olympiády)
Velký tobogan v zábavńım parku má poloměr r = 10 m, tvoř́ı ho žlab o poloměru
ρ = 35 cm. Po jedné otočce klesne dráha o q = 5 m. Jaký pohyb koná malé těĺısko
pohybuj́ıćı se bez třeńı? (1)

Řešeńı přesahuje rámec středoškolských znalost́ı.
Plochu toboganu považujme za část Archimédovy serpentiny (pro názornost je připojen
ještě obrázek s jinými parametry)

p(u, v) = k(u) + ρ (h cos v + b sin v), 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ π ,
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k(u) = (r cos u, r sin u, u q/(2π)), h = k”/|k”|, b = h × k′ /|k′| .
Uvažujme gravitačńı pole (2). Výpočet drah s(t), s′(0) = 0, byl proveden v systému
Mathematica pro dvoj́ı r̊uzné počátečńı podmı́nky

u(0) = 2π, v(0) = π/2, u′(0) = v′(0) = 0 ,

u(0) = 2π, v(0) = 3π/4, u′(0) = v′(0) = 0 .

Numerické řešeńı bylo nastaveno na 500 krok̊u. Pokud se pohybuj́ıćı se bod dostává
do lokálně svislé části plochy, může zvyšováńı počtu krok̊u vést k prakticky nulovému
kroku a numerický výpočet se zastav́ı.

Vykresleńı dráhy ve žlabu bylo realizováno při perspektivńım pohledu zdola proto,
aby dráhu nezakrývaly destičky, ze kterých je plocha modelována v systému
Mathematica.

Př́ıklad 2

Popǐste dráhu matematického kyvadla délky l zavěšeného v počátku (0, 0, 0) s velkým
rozkyvem 0.08 < β ≤ π/2 v gravitačńım poli (2). Při vychýleńı
p0 = (−l sin β, 0, −l cos β) je hmotńımu bodu udělena rychlost w = (0, w, 0).

Řešeńı
Pohyb hmotného bodu kyvadla nahrad́ıme pohybem hmotného bodu v polokouli

p(u, v) = (l cos u cos v, l sin u cos v, l sin v), 0 ≤ u ≤ 2π, −π/2 ≤ v ≤ 0 ,

n = p .

V okamžiku t = 0 bude u(0) = π, v(0) = β −π/2 , p = p0, u′(0) a v′(0) urč́ıme z rovnic

w =
dp

dt
|t=0 = puu

′(0) + pvv
′(0) .
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Protože v d̊usledku ortogonálńı parametrizace je pu · pv = 0, dostaneme

u′(0) =
w · pu

|pu|2 , v′(0) =
w · pv

|pv|2 .

Pokud w �= 0, nebude dráha směřovat do singulárńıho bodu (0, 0,−l) a numerické
řešeńı rovnic (1) bude bez problémů.

Když w = 0, bude se bod pohybovat v rovině (x, z) a model 3D je zbytečńı. Mı́sto
plochy uvažujeme křivku

p(v) = l (cos v, sin v), π ≤ v ≤ 2π, s(t) = p(v(t)), v(0) = 3π/2 − β, v′(0) = 0 ,

g = (0,−9.81), n = p

a ze soustavy (1) dvou diferenciálńıch rovnic druhého řádu vyberme jen prvńı rovnici pro
hledanou funkci v(t). Za numerickým řešeńım diferenciálńı rovnice se skrývaj́ı výpočty
eliptických integrál̊u, ke kterým vede řešeńı kyvadla s velkým rozkyvem.

3 Záver

Dva riešené pŕıklady, uvedené v pŕıspevku, sú len zlomkom všetkých možných alter-
nat́ıvnych problémov, ktoré navrhnutá metóda riešenia poskytuje. Využitie prostriedkov
diferenciálnej geometrie pri ȟladańı riešenia fyzikálneho problému dokumentuje možnosti
vzájomného doṕlňania sa týchto pŕırodných vied opisujúcich realitu rôznymi prostried-
kami, geometrická interpretácia problematiky vnáša do riešenia názornosť. Aplikácia
matematického softvéru umožňuje nájsť riešenie aj pri zložitých a časovo náročných
výpočtoch, akými zvyčajne riešenia diferenciálnych rovńıc bývajú, zvlášť ak popisujú
fyzikálne problémy modelujúce realitu.
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