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POHYB HMOTNEHO BODU PO PLOSE
V GRAVITACNIM POLI

ZACHARIAS Svatopluk, (CR), VELICHOVA Daniela, (SK)

Abstrakt. Prispevok prezentuje netypické riesenie jednej zaujimavej tlohy

fyzikélnej olympiddy pre stredoskolskych studentov v Ceskej republike. Uvedené
rieSenie pouziva aparat diferencidlnej geometrie a presahuje svojou podstatou ramec

stredoskolskej matematiky. Umoznuje véak komplexnejsi pohlad na rieseny problém
a realizaciu vypoctu vyuzitim systému Mathematica.

MOVEMENT OF A MASS POINT ON A SURFACE
IN THE GRAVITY FIELD

Abstract. The paper presents a non-standard solution of one interesting problem
that was sold on the Physical Olympiade for secondary school students in Czech
republic. Presented solution is an application of the differential geometry and in its
base it is beyond the scope of the secondary school mathematics. Yet, it enables a
complex view of the entire problem and the calculations can be realised using the
software Mathematica.

1  Uvod

Predpokladejme, ze intensitu gravitacniho pole lze popsat v kartézskych soutradnicich
(x,y, z) prostoru 3D v soustavé SI nenulovym vektorem

g(l‘,y, Z) = (gl(l’,y,Z), gQ(x’sz)’ g3(x,y,z)).

Orientovatelnd plocha je dana v parametrickém tvaru

p(u,v) = (x(u, U), y(uav)’ Z(uav»'

755



Normaéla plochy je

n:g_gxg_zzpuxpva |n|2:(pu'pu)(pv'pv)_(pu'pv)2'
Piipustme jen nenulovou normalu plochy, jeji orientaci lokdlné upravme tak, aby
g-n > 0. To znamend, ze bod se pohybuje po rubu plochy (—n) a nespadne mimo
plochu. Piipad g -n = 0 pusobi potize pfi numerickém feseni soustavy diferencidlnich
rovnic.
Dréha na plose p, hodograf vektorové funkce s(t) = p(u(t), v(t)), je popsdna dvéma
zatim neznamymi funkcemi u(t), v(t). Pokud g-n > 0, vektor zrychleni

a=s" = d*s
ST A

dostaneme tak, ze vektor g zmensime o normalovou slozku, ta je rusena pevnosti plochy

n) n (g-n)

) "% mem)

Neznamé funkce u(t), v(t) budeme hledat numerickym fesenim ti{ (zavislych) ne-
linearnich obycejnych diferencialnich rovnic 2. fadu. Doplnime pocatecni podminky,
kde se nachazi bod v okamziku ¢ = 0 a jakou mé v tomto okamziku rychlost:

n.

S = (1), 5 (1), (1) = g — (g

=

, gn>0,s0)=a, s'0)=b. (1)

Nakonec vykreslime dréhu s(t) = (z(u(t),v(t)), y(u(t),v(t)), z(u(t),v(t))).

V dusledku nevhodné parametrizace plochy, muze byt normala nulovy vektor (napft.
u klasickych sférickych souradnic v pélech). To vyznamné zpomali, ¢i zastavi, numerické
feSeni diferencialnich rovnic, pokud se drdha pohybujiciho se bodu do této singularity
dostane.

V nasledujicich prikladech je

g=(0,0, —9.81). (2)

Pokud (alespon lokalné) existuje vzdjemné jednoznacnd korespondence mezi bodem
plochy (p1,p2,p3) a jeho pudorysem (py, p2, 0), vybereme pro numerické feseni prvé dvé
rovnice (s”1 =--+, §”9 =---) soustavy (1).

2 Piiklady

Piiklad 1 (z Fyzikdlni Olympiady)

Velky tobogan v zabavnim parku m&a polomér r = 10m, tvoii ho zlab o poloméru
p = 35cm. Po jedné otocce klesne draha o ¢ = 5m. Jaky pohyb kond malé télisko
pohybujici se bez treni? (1)

Reseni presahuje rdmec stredoskolskych znalosti.
Plochu toboganu povazujme za ¢ést Archimédovy serpentiny (pro ndzornost je pripojen
jesté obrézek s jinymi parametry)

p(u,v) =k(u) + p(hcosv+ bsinv), 0<u<2r 0<v<m,
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k(u) = (rcosu, rsinu, ug/(2r)), h=k"/[k"[, b=hxk /K.

Uvazujme gravitacni pole (2). Vypocet drah s(t), s’(0) = 0, byl proveden v systému
Mathematica pro dvoji ruzné pocatecni podminky

u(0) =27, v(0) = 7/2, v (0) =2 (0) =0,

u(0) =27, v(0) = 37 /4, «'(0) =v'(0) = 0.

Numerické teseni bylo nastaveno na 500 kroku. Pokud se pohybujici se bod dostavé
do lokalné svislé ¢dsti plochy, muze zvySovani poctu kroku vést k prakticky nulovému
kroku a numericky vypocet se zastavi.

Vykresleni drahy ve zlabu bylo realizovano pti perspektivnim pohledu zdola proto,
aby drahu nezakryvaly desticky, ze kterych je plocha modelovana v systému
Mathematica.

Priklad 2

Popiste drahu matematického kyvadla délky [ zavéseného v pocétku (0,0,0) s velkym
rozkyvem 0.08 < § < 7/2 v gravita¢nim poli (2). Pti vychyleni

po = (=Isin g, 0, —lcos ) je hmotnimu bodu udélena rychlost w = (0, w, 0).

Reseni

Pohyb hmotného bodu kyvadla nahradime pohybem hmotného bodu v polokouli

p(u,v) = (lcosu cosv, Isinu cosv, Isinv), 0<u<2m, —7/2<0v<0,

n=p.
V okamziku ¢t = 0 bude u(0) =7, v(0) = f—7/2, p = po, ¢'(0) a v'(0) uréime z rovnic

p

VT

=0 = Put’(0) + pov'(0).
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Protoze v dusledku ortogonalni parametrizace je p, - p, = 0, dostaneme

W Dy W Py
_ /()_

u'(0) = —— - v
© IPu|? Ip,|?

Pokud w # 0, nebude draha sméfovat do singuldrntho bodu (0,0, —I) a numerické
feseni rovnic (1) bude bez problému.

Kdyz w = 0, bude se bod pohybovat v roviné (z, z) a model 3D je zbyte¢ni. Misto
plochy uvazujeme ktivku

p(v) =1 (cosv, sinv), 7 <wv < 27, s(t) = p(v(t)), v(0) =37/2— 3, v'(0) =0,

g=1(0,-981), n=p

a ze soustavy (1) dvou diferencidlnich rovnic druhého fddu vyberme jen prvni rovnici pro
hledanou funkeci v(¢). Za numerickym fesenim diferencidlni rovnice se skryvaji vypocty
eliptickych integralu, ke kterym vede feseni kyvadla s velkym rozkyvem.

3 Zaver

Dva riesené priklady, uvedené v prispevku, su len zlomkom vSetkych moznych alter-
nativnych problémov, ktoré navrhnutd metdda rieSenia poskytuje. Vyuzitie prostriedkov
diferencilnej geometrie pri hladan{ riesenia fyzikdlneho problému dokumentuje moznosti
vzajomného dopiﬁania sa tychto prirodnych vied opisujicich realitu roznymi prostried-
kami, geometrickd interpretdcia problematiky vnasa do rieSenia ndzornost. Aplikécia
matematického softvéru umozituje najst rieSenie aj pri zlozitych a ¢asovo ndroénych
vypoctoch, akymi zvycajne rieSenia diferencidlnych rovnic byvaji, zvlast ak popisuju
fyzikalne problémy modelujtice realitu.
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